Capitulo 1

Transformadas Integrales

Muchos problemas que surgen en la ingenieria exigen un cdlculo com-
plicado. Algunos de estos problemas se pueden hacer m&ds operativos me-
diante las llamadas transformaciones integrales que consisten, bdsicamente
en ”transformar ” el problema, resolver el problema transformado y final-
mente, deshacer la transformacién para obtener asi la solucién del problema
original.

Sea N (z,t) una funcién de las variables ¢ y z y supongamos que para
una funcién (real o compleja) dada f (¢) la integral
+oo

T[fI(2) = N (z,t)- f(t) di
—o0
existe. Obtenemos asi una nueva funciéon 7' [f] (z) a la que llamamos trans-
formada integral de la funcién f (¢) respecto al niicleo N (¢, z). Generalmente
las funciones originales se denotan por mintsculas y sus transformadas por
las mismas letras en mayusculas.

Dependiendo de la eleccién que se haga del nicleo N (¢, z) tendremos
distintos tipos de transformadas integrales. La transformada de Laplace y la
transformada de Fourier son dos de estos tipos de transformadas integrales.
Las primeras se corresponden con el niicleo N (¢,z) = e *' para funciones
f (t) que son nulas si t < 0, obteniéndose asi la transformada de Laplace

+oo
LI ()] (=) = /0 e f (1) di

mientras que la transformada de Fourier se corresponde con el nicleo dado
por N (t,z) = e %, es decir,
+o0o

FIf®)](2) = / e (1) dt,

—00

siempre que dichas integrales existan.
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1.1. Transformada de Laplace

La integral
+o0o
/ e P f(t) dt (1.1)
0

es una integral impropia que estd definida por

+o0 a
/ e f(t)dt = lim e * f (t)dt
0 a—+ Jo
siempre que el limite anterior exista y sea finito, es decir, cuando la integral
(1.1) sea convergente.

Sea f : [0, +0o[ — C una funcién localmente integrable, es decir, existe
la integral de Riemann de f en todo intervalo compacto [0,a] C [0, +oo].
Llamaremos transformada de Laplace de f(t) en z € C a la funcién
compleja de variable compleja definida por la integral

+o0
T[fl(z)=L[f@®)](2) = /0 e *'f (t) dt para todo z € D (1.2)

siendo D el conjunto de todos los valores z para los cuales la integral anterior
existe, es decir, tiene un valor finito. Al conjunto D lo llamaremos dominio
de la transformada de Laplace. La variable ¢ suele representar el tiempo
mientras que la variable z representa la frecuencia (por este motivo se suele
decir que la transformada de Laplace actia en el dominio de la frecuencia)

Ejemplo 1 Funcion caracteristica de un intervalo
Obtener la transformada de Laplace de las funciones complejas Xpq) (t)
donde 0 < a <b Y Xq,4+00] (£)-

Ejemplo 2 Obtener la transformada de Laplace de la funcion lineal

f(t)=wt

con w € C.

Ejemplo 3 Potencias
Obtener la transformada de Laplace de la funcion

ft)=2"

conn>1.
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Ejemplo 4 Determinar la transformada de Laplace de la funcion et con

w € C.

Ejemplo 5 Determinar la transformada de Laplace de la funcion

2 s 0<t<d
f)=¢ 0 s 5<t<10

e s 10 < t.

1.2. Existencia de la transformada de Laplace

Como la transformada de Laplace se define en términos de una integral
impropia que puede ser divergente, existen funciones para las cuales no existe
dicha transformada. Vamos a estudiar bajo qué condiciones una funcién
admite transformada de Laplace.

Una de las ideas importantes en el estudio de la existencia de la trans-
formada de Laplace es que entendemos porqué una funcién no crezca de-
masiado rdpido. Diremos que f : [0,+00] — C tiene orden exponencial
(de orden 7) si existe M, T >0y v € R tal que

If (t)] < Me para todo t > T (1.3)

Lo que nos dice esta definicién es que una funcién es de orden exponencial
si no crece mas rapido que una funcién exponencial de la forma Met. Afor-
tunadamente la mayorfa de las funciones de significado practico satisfacen
este requerimiento, y por tanto son de orden exponencial. Algunas veces,
para verificar que una funcién f es de orden exponencial, conviene calcular
el limite

1/ ()]

t—+o0 et

para algtn valor de 7. Si L es finito, entonces M puede ser cualquier nimero
mayor que L (y este determina T'). Por otro lado, si L = 400, f no es de
orden exponencial.
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Ejemplo 6 Verificar que la funcion f (t) = t> tiene orden exponencial.

Ejemplo 7 Verificar que la funcion f (t) = et’ no es de orden exponencial.

No es dificil comprobar que cualquier polinomio de grado n o las fun-
ciones trigonométricas cost y sint son de orden exponencial, asi como, las
sumas y productos de una nimero finito de estas funciones

Las funciones que normalmente se encuentran al resolver ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes son a la vez continuas a tro-
zos! (por segmentos) y de orden exponencial. Las transformadas de Laplace
de dichas funciones existen para valores de Re z suficientemente grandes,
como muestra el siguiente resultado

Teorema 1.2.1 Si f : [0,+00[ — C es continua a trozos® en [0, +oo[ ¥y

tiene orden exponencial vy, entonces existe y es continua L[f](z) en

D,={z€C|Rez >~}

Denotaremos por &, el conjunto de todas las funciones f : [0, +oo[ — C
continuas a trozos y con crecimiento de orden exponencial . A la familia de
todas las funciones continuas a trozos y de orden exponencial lo denotaremos
por &.

'Una funcién f : [a,b] — C (o R) es continua a trozos en un intervalo finito
[a, b] si existe una particién {a = zo < 1 < 22 < ... < Tp_1 < T, = b} del intervalo [a, b]
tal que

(i) f |}z ziq1] 8 continua para todo i =0,1,...,n — 1.

(ii) La funcién f no estd definida necesariamente en los extremos de los intervalos
@i, zip1[ para todo i = 0,1,...,n — 1.

(iii) Existen y son finitos los limites laterales f (933')7 f (acl_)7 f (mi") ey f (93;71)7
I (mfl,l) vf (ac;‘[) donde f (ac"') =lim,—of(z+h)y f (ac_) =limp——o f (z — h).

2No es necesario que la funcién f sea continua. Esto es de importancia ya que las
entradas discontinuas (fuerzas impulsoras) son justamente aquellas para las que el método
de la transformada de Laplace resulta de particular utilidad. Basta requerir que f sea
continua por secciones en cada intervalo finito del rango ¢ > 0.

Una funcién f : [0,400[ — C (o R) es continua a trozos en [0,4oco[ si para cada
intervalo compacto [0, b] se verifica que f : [0,b] — C (o R) continua a trozos.
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1.3. Propiedades de la transformada de Laplace

Un método burdo pero a veces efectivo para encontrar la transformadas
inversas de Laplace, es construir una tabla de transformadas y luego usarla
en sentido contrario para determinar las inversas. Generalmente no suele ser
facil determinar la funcién f para la cual F' es su transformada de Laplace,
pero existen una serie de propiedades que nos facilitaran el cdlculo de dichas
funciones.

1.3.1. Linealidad de la transformada de Laplace

Sean f1 € &,, v f2 € &,,. Para cualesquiera niimeros complejos w y o

Llwfi+ofa](2) = wL[fi] (2) + 0L[f2] (2) paratodo z € Dy, N Dy,

Ejemplo 8 Determinar la transformada de Laplace de las funciones f (t) =
sent y g (t) = cost.

Ejemplo 9 Determinar la transformada de Laplace de la funcion sinht y
cosht

Ejemplo 10 Determinar la transformada de Laplace de la funcion 8+ e* —

1 .
5 Sin t.

1.3.2. Cambio de escala

Dado a > 0 consideremos la funcién

g9(t) = f(at)

para t > 0. Notar que g se obtiene a partir de un cambio de escala en f,
lo que implica contraer la gréfica de f hacia cero si @ > 1 o expandirla si
a < 1.

Si f € &, entonces

Llg®)](2) =a L[f (t)] (2) para todo g € D,.
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Ejemplo 11 Determinar la transformada de Laplace de la funcion sen (o)
con o € R

Ejemplo 12 Determinar la transformada de Laplace de la funcion cosh (at)
con o € R

1.3.3. Transformada de Laplace de la derivada

Sea f € &, derivable (y por tanto continua) de forma que f” : [0, +o00[ —
C sea continua a trozos, entonces

L[f'(t)] (z) =2L[f )] (2) — f(0) para todoz € D, (1.4)

En general, si f es derivable hasta el orden n en [0, +00[, se tiene para
todo z € D,

L[ 0] () = "L [F (1)) (2) — 2" £ (0) = 2" 2F (0) . — f*(0)

Ejemplo 13 Determinar la transformada de Laplace de f (t) = cosat ha-
ciendo uso de

: a
Llsinat] (z) = P

para todo Rez > 0.

1.3.4. Derivada de la transformada de Laplace

Sea f € &, entonces,

d .
SLU @) ==Lt f(B)](2) si Rez> . (1.5)
Mediante un proceso inductivo es sencillo deducir que
d?’l

LIfF®)](z) = (=D)"L[E"- f ()] (2) si Rez > 7.

dan

Ejemplo 14 Determinar L [tsin at] (z).
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1.3.5. Transformada de Laplace de la integral
Sea f € &,. Entonces
t 1
c [/ £(s) ds] ()= 2L W]() s Rez>p=mix{0,7)
0
1.3.6. Transformada de Laplace de la convolucién

Sean f, g : [0,400[ — C dos funciones que consideraremos definidas en
todo R tomando f (t) = g (t) = 0 para todo ¢ < 0. Definimos la convolucién
de f y g como la funcién

+oo t
(f*g)(t)—/ f(t—s)g(s)ds—/of(t—s)g(s)ds.

—00

Puede verse con el cambio de variable y =t —s que fxg=g¢* f.

Ejemplo 15 Verificar que t x t> = t% x t.

Sean f, g € £,, entonces
LIf+g®)](z)=L[f()](2)-LIg#)](z) si Rez >~y

1.3.7. Propiedades de traslacion

Primera propiedad de traslacién

Seaw € C. Si f €&,
Le"f)] (z)=L[f ()] (z—w) si Rez > v+ Rew

A partir de este resultado podemos obtener la siguiente tabla de trans-
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formadas de Laplace:

| f(t) | LIF®I(») | Dy |
1
1 2 Dg
e“'t" paran =0,1,2,..y w e C n! D
) ) 9t (Z _ w)n+1 w
«@
e“tsin (ot aceRyweC D,
(at) y o ¥
et cos (at) aceRyweC : —2w D,
(z —w)" + a?
. Q@
e“t sinh (at) aceRyweC ) o Dia|4w
et cosh (at) aeRyweC = D,
(Z _ w)g 2 ol4w

Funcion de Heaviside

Consideremos la funcién continua a trozos u, : [0,+oo[ — C, siendo
a > 0, definida por

0 si t<a
H(t—a)=uy(t) =
1 si t>a

Esta funcién se conoce en ingenieria con el nombre, de funcién de Heaviside
(o funcién escalén unitario).

Fisicamente realiza la funcién de interruptor ya que si f es una funcién
continua se tiene que

f@) si t>a.

lo que representa que la funcién u, (t) “enciende” a la funcién o senal f (t)
en el instante de tiempo t = a.
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Adicionalmente, si consideramos 0 < a < by la funcién wu, (t) — up (1),
esta tiene la forma

0 si t¢a,b]
Ug (t) —up () =
1 si tela,b].

consecuentemente, la funcién wuy (t) tiene el efecto fisico de “apagar” la fun-
cién f, ya que

0 si t<a
f@) [ua(t)—uw@)]=q f(t) si a<t<b
0 si b<t.

Ademsis de estas interpretaciones fisicas, la funcién de Heaviside es ttil
para describir funciones continuas a trozos que a su vez sean continuas por
la derecha. Por ejemplo la funcién

t si 0<t<1
f)=q¢ t—1 si 1<t<3
sint si 3<t.

puede escribirse como

f@&)=t(uo(t) —ur () + (t—1) (u1 (t) —us (t)) + sintus (t)

Determinemos ahora la transformada de Laplace de la funcién de Heav-
iside u, (t) siendo a > 0. Por definicién

+o00 +o0
Llua (0] (2) = /0 ey (1) dt = / et —

—zb

- e _ Jim ¢ i 0
) e—bttR z R—too Z S1 Z7§
= lim |—— =
R— 400 z t=a . .
No existe si z=0
y, claramente
e—za
Lug (t)] (z) = si Rez > 0.
z

Observar que
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Ejemplo 16 Determinar la transformada de Laplace de la funcion

3 st t<2
f@) = -1 s 2<t<5b
7 st b <t.

Segunda propiedad de traslacién

Sea a > 0. Entonces para todo z € Dy se tiene

LU= a)ua ()] (z) = e LIf )] ()

Ejemplo 17 Determinar la transformada de Laplace de la funcion

t st 0<t<1

@)=
0 s« t>1

1.3.8. Transformadas de Laplace de funciones periédicas

Diremos que una funcién f € F (D, R) es periédica de periodo T" > 0 si
fE+T)=Ff(t)

para todo t € D. Las funciones periédicas pueden representarse como una
serie infinita de términos que involucran funciones escalonadas.

Ejemplo 18 Calculemos la transformada de Laplace de la funcidn de donde
cuadrada

ft) = y  f@O=f0+T)
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El método usado anteriormente puede usarse para comprobar el siguiente
teorema que provee una expresion explicita para la transformada de Laplace
de una funcién periddica. Si f : [0, +oo[ — C tiene periodo 7' > 0 y es
continua por segmentos en [0, 7], entonces

T
LI O = = [ IO

0, en términos de la funcién escalén

LI 0] () = —

T Ll ®]() (1.6)

donde
fi(t) = f (@) (uo (t) —ur (1))

Ejemplo 19 Confirmar el resultado obtenido en (18)

Ejemplo 20 Determinar la transformada de Laplace de la semi onda rec-
tificada definida por

) T
senwt st 0<t< —
w

£t = v f(t+Z) s

2
0 St §t<—7r

™
w w

1.4. Teoremas de la Transformada de Laplace

Los resultados que vemos a continuacién hacen alusién a aspectos cual-
itativos de la Transformada de Laplace de funciones de la clase £.

1.4.1. Comportamiento de la transformada de Laplace en el
infinito

Sea f € &,. Dado z € D,, se tiene que

+oo
/ e *f (1) dt‘ = lim
0

R—+

R
LI = /0 e (1) dt‘

R R
< lim e f @] de< dm M [ e e dt

R—+00 0 —400 0
R e('yfRe z)t
= M lim TR gp — M lim  ——— |18
R—+00 Jg R—400 v — Rez
= M lim (e(VfRez)R — 1) — M
v —Rez R—toco Rez — 7
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de la desigualdad anterior es evidente que, si hacemos tender Re z — +0o0,
entonces

lim  L[f(£)](2) =0.

Rez—40

Este hecho nos aporta mds informacién sobre las funciones de variable
compleja que son transformadas de Laplace de funciones de &,. Se trata de
funciones holomorfas en el semiplano D, que ademds tienden a cero cuando
Re z tiende a +o00. Esto nos permite afirmar que ciertas funciones holomorfas
en semiplanos no proceden de la transformada de Laplace de una funcién
de variable real. Por ejemplo, la funcién

(z2 + 1) COS %

Fz) = z—1

a pesar de ser holomorfa en D1, no puede obtenerse como transformada
de Laplace de ninguna funcién f € &,, dado que el lfimite de F' cuando
Rez — 400 en D; no es igual a cero.

1.4.2. Teorema del valor inicial

Sea f € &, derivable de forma que f’ € £,. Entonces

i L[f0)(z) = lm (F(0)+ L[ ()] (2)

Rez—r4+o0 Rez—4o0

= FO)+, Jm L[ 0)]() =10,

Este resultado completa el obtenido anteriormente. Este restringe ain
més las funciones que son transformadas de Laplace de funciones. Por ejem-

plo, la funcién
1

VZz
no puede ser la transformada de Laplace de una funcién ya que

, z ,
lim —== 1lim +2z=o0
Re—+0c0 \/E Re—+00

1.4.3. Teorema del valor final

Sea f € &, derivable de forma que 0 € D,. Si existe y es finito el limite
limy 4 f (t), entonces

lim zL[f (t)](2) = lm f(¢).

z—0 t—+o00
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1.5. La transformada Inversa de Laplace

Supongamos que la funcién f (¢) se determina a partir de un PC. El oper-
ador de Laplace L se usa para transformar el problema original en uno nuevo
donde nos encontraremos con la transformada L [f ()] (). Si la transforma-
cién es efectiva, el nuevo problema deberd ser mds sencillo que el original.
Primero encontraremos F'(z) = L [f (t)] (2) y luego obtenemos f (¢) a partir
de F (z). Por lo tanto, serd deseable desarrollar métodos para determinar la
funcién objetivo f (t) cuando se conoce su transformada F'(z).

Si F'(z) = L[f (t)] (z) decimos que f (t) es la transformada inversa
de Laplace, o una transformada inversa de F'(z) y escribimos

F@&)=LTHE )]

Como oo
F(z) = / cE () dt
0

de inmediato se deduce que una transformada inversa no es unica. Por ejem-
plo, las funciones dadas por

verifican que

En los problemas que trataremos, se requiere que la inversa f (t) sea con-
tinua para t > 0, o que sea continua por secciones con valores de f (t) especi-
ficados en los puntos de discontinuidad. En estos casos podremos garantizar
que f (t) serd unica.

1.5.1. Propiedades

Veamos ahora algunas propiedades de la transformada de Laplace que
nos facilitard el cdlculo de la misma:

Linealidad

Para cualesquiera nimeros complejos w y o

L7 (WP + 0F) (2)] (t) = wLT P (2)] (1) + 0L H B (2)] (1)
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Ejemplo 21 Determinar

Ejemplo 22 Determinar la transformada inversa de Laplace de la funcion
5 = 6z n 3
2—6 2249 2224+8z+10°

F(z)=

Ejemplo 23 Determinar

o= || o

224+ 22410

Segunda propiedad de traslacion

Sea a > 0. Entonces

£t [e™™F ()] t) =ua (t)- f(t—a).

—3z

Ejemplo 24 Determinar la transformada inversa de Laplace de —
z

Ejemplo 25 Determinar la transformada inversa f (t) = L71[F (2)] (t) de

Laplace de
2 2e7%% e e
F = — — —
(2) 22 22 z + 2241

Convolucion

Se verifica

LTF ()G (2)] () = f*g(t).

Ejemplo 26 Determinar la transformada inversa de Laplace de
1

P& =2y
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1.5.2. Calculo de la transformada inversa de Laplace de fun-
ciones racionales

Si se presenta el problema de calcular la transformada inversa de Laplace
de una funcién racional se procederd descomponiendo la funcién como suma
de funciones racionales simples de la misma forma que se introdujo el curso
pasado a la hora de calcular primitivas de funciones racionales. Veamos
algunos ejemplos.

Ejemplo 27 Determinar la transformada inversa de Laplace de
1

BT

Ejemplo 28 Determinar la transformada inversa de Laplace de la funcion
7s —1

FE =rneoe-9

Ejemplo 29 Determinar la transformada inversa de Laplace de la funcion

2249242
(2—1)2(z+3)'

F(z)=

Ejemplo 30 Determinar la transformada inversa de Laplace de la funcion

222 4+ 10z

F(z) = (22 —-2245)(z+1)

1.5.3. Caélculo mediante la férmula de inversién compleja

Sean Py @ dos funciones polinémicas con deg@Q > 1+deg P. Si F'(z) =
P(z)
Q(z)

en D., entonces

es holomorfa en C\{z1, 22, ..., 2, } y existe v € R tal que F' es holomorfa

L[f (t)](z) = F(z) para todo z € D,
donde .
ft)= ZRes (e"F (2),7) parat>0.
i=1
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Ejemplo 31 Determinar la transformada inversa de Laplace de

1

BT

1.6. Aplicaciones de la transformada de Laplace

Problema original £ Problema transformado
!
Solucién Solucién
del L1 del

Problema original T Problema transformado

1.6.1. Resolucion de ecuaciones diferenciales lineales de co-
eficientes constantes

Recordar que una ecuacion diferencial lineal de orden uno con coeficientes
constantes es una expresion de la forma

Y +ay=f(t),

si calculamos su transformada de Laplace, suponiendo que y € £, obtenemos
la relacién

2Y (2) —y(0) +aY (2) = F (2),
como consecuencia de la linealidad, de donde se obtiene que

y(0) + F(2)

Y(Z): Z+a

9

y consecuentemente la solucién del problema original serd

pi =t | LB .

Ejemplo 32 Resolver la EDL

v —y=t. (1.7)
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Una ecuacion diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes es
una expresiéon de la forma

aoy™ (t) + a1y ™V () + .. + a1y (1) + any (t) = £ (2)

donde

a; € R para todo¢=0,1,...,n.

» f: I — R es una funcién definida en un intervalo I (denominada
término independiente de la ecuacién).

y (t) es una funcién desconocida (la funcién incégnita) que debemos
calcular.

y*) es la derivada de orden k de la funcién incégnita..

Suponiendo que y,f € £ y que y es continua podremos determinar las
soluciones

Ejemplo 33 Resolver el siguiente problema de Cauchy

y"—2y/+y=€t+t

Ejemplo 34 Problema con funcién discontinua
Resolver el Problema de Cauchy

y' +y=r1(t)
y(0)=0
y(0)=1
donde
t st 0<t<m
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Ejemplo 35 Resolver el siguiente problema de Cauchy

y" +y = cost
y(0)=0
¥ (0)=1

1.7. Ejercicios propuestos

1. Utilizar la identidad cos? o = % (1 + cos 2a) para obtener las Transfor-
madas de Laplace de cos? kt y sin? kt

2. Determinar L [f; (t)] (z) para i =1,2,3,4 donde
4 si 0<t<l, 1 si 0<t<2,

fi(t) = f2(t) =
3 st t>1. t st t>2.

3. La funcién de onda triangular, que denotaremos por 7T (¢,c), viene
dada por

t si 0<t<e,

T (t,c) = y T (t+2c,c)=TI(tc)
2c—t s1 c<t<2c

Dibujar esta funcién y determinar su Transformada de Laplace.

4. Dibujar la grafica de la funcién g (t) = €' siendo 0 < t < ¢ tal que
g (t+c) = g (t). Determinar su Transformada de Laplace.

5. Determinar la Transformada Inversa de Laplace de las siguientes fun-

ciones .
z
F; =— F = —
1@ =33 PO are
z 3z+1

Fg (Z) F4 (Z)

T 244,44 T 22162113
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6. Resolver cada uno de los siguientes problemas de valor inicial por
medio del método de la Transformada de Laplace. Verificar la solu-

cién.
J = et y" +a’y =0,
@ {05, @ =1,
' y'(0) =0.
y// +y= e—t’ y// _ 43/, + 4y = 4e2t’
(¢ § y(0)=0, (d) § y(0)=-1,
y' (0)=0. y (0) = —4.
y'+ 3y + 2y = 4t?,
(e) § y(0)=0,

y' (0) = 0.
7. Representar la gréfica de las siguientes funciones para t > 0

a) fi(t) = uq(t).
b) fa(t) = (t—3)us(t).
c) fa3(t) =t> —t2uy (t).

8. Determinar la Transformada de Laplace de las siguientes funciones
utilizando la funcién de Heaviside

3 si 0<t<1, sindt si 0<t<7,
fi(t) = f2(t) =

tosi t>1. 0 si t> 3.
2 si 0<t<]1,
2 si 0<t<2,
f3(t) = falt)=4 3 si 1<t<2,
0 si t>2.

9. Determinar

0) L1 [563Z - ez] (®).

b) £ [(;:;3} (®).

10. Resolver los siguientes problemas de valor inicial usando la Transfor-
mada de Laplace. Verificar la solucién.
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11.

12.

13.
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1.

2.
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y' +y=fi(t), 4 si 0<t<2,
a) ¢ y(0)=0, donde f1 (t) =

y' (0) = 0. t+2 si t>2.

y' +y=fa(t), 3 si 0<t<4,
b) § y(0)=1, donde fa (t) =

y' (0) =0. 2 —5 si t>4.

Determinar y (%ﬂ) vy (2 + %TF) para la funcién y (t) que satisface el
problema de valor inicial

Determinar las siguientes Transformadas de Laplace mediante el Teo-
rema de convolucién

1 4

Fl(z):m F2(Z):m

Resolver los siguientes problemas de valor inicial utilizando el Teorema
de convolucién.

y'+2y +y=fi1(t), Y — Ky = fa(t),
(@) § y(0)=0, () < y(0)=0,
y'(0) =0. y' (0) = 0.

Ejercicios complementarios

Determinar £ [g; ()] (z) para i = 1,2,3,4 donde

0 si 0Z5t<1,
sin2t si 0<t<m,
gl(t): t si 1<t<2, gg(t):
0 si t>m.
0 si t>2.

Dibujar la gréfica de la funcién h (t) = 1 — ¢ siendo 0 < ¢ < 1 tal que
h(t+1) = h(t). Determinar su Transformada de Laplace.
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3. Determinar la Transformada Inversa de Laplace de las siguientes fun-

ciones
Gl(Z)—m GQ(Z)_m
Gg(z)—ﬁ G4<z)—zz2ff_z3+8
Gs (z) = (iz++4i)’>3

4. Resolver cada uno de los siguientes problemas de valor inicial por
medio del método de la Transformada de Laplace. Verificar la solu-

cion.
" / 3t
bt Yy =3y +2y=e",
@ { Vo ® 3 v =0
’ y' (0) =0.
y'+y -2y = —4, y" + 9y = 40¢',
(c) y(0) =2, (d) § y(0)=5,
y' (0) =3. y' (0) = —2.
1Y —y +y = cos2t,
(e) y(0) =2,

y'(0) =5.
5. Representar la gréfica de las siguientes funciones para t > 0

a) g1(t) =sin(t — m) ug (t).
b) g2 (t) = (t —3)*us (t).
¢) g3(t) = 1> — (t = 1) us (1).

6. Determinar la Transformada de Laplace de las siguientes funciones
utilizando la funcién de Heaviside

4 si tel0,2],
a) g1(t) =
2t —1 si te[2,4+o00.
et si te0,2],
b) g2 (t) =

0 si te(2,4+o00[.
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12 si telo,2[,
c) gs(t)=4 t—1 si te][2,3],

7 si te[3,+o0].

sin(3t) si te 0,7,
d) ga(t) =

0 si te€[m+ool.

7. Determinar

@) £ {<zej>3} -

b)ﬁllmf—eﬂﬂ(l—seaﬂ]<ﬂ
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8. Resolver los siguientes problemas de valor inicial usando la Transfor-
mada de Laplace. Verificar la solucién.

Yy +y=g1(t), 1 si 0<t<3,
a) ¢ ¥(0)=0, donde g; (t) =
y' (0) = 1. 0 si t>73.
y' 4y = g2 (),
b) < y(0)=0, donde g2 (t) = sint — ugy (¢) sin (t — 27).
y' (0) =0.

9. Determinar y (1) y y (4) para la funcién y (t) que satisface el problema
de valor inicial

y' 2y 4y =2+ (t—3)usz(t),
y(0) =2,
y' (0)=1.

10. Determinar las siguientes Transformadas de Laplace mediante el Teo-
rema de convolucién

1 1
Gl(z):m G2(Z)=m

11. Resolver los siguientes problemas de valor inicial utilizando el Teorema
de convolucién.

y' +4y + 13y = g1 (t), Y+ 6y + 9y = g2 (t),

(¢) ¢ y(0)=0, (d) { y(0)=A4
y' (0) = 0. y' (0) = B.



1.8 EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS 23

12. CIRCUITOS ELECTRICOS

Las dos leyes de Kirchhoff establecen

Ley 1: La suma algebraica de todas las corrientes que entran a una
unién (o nodo) de un circuito es cero.

Ley 2: La suma algebraica de la caida de (potencial) voltaje en cada
malla del circuito es cero.

Las expresiones de la caida de potencial a través de cada uno de los
elementos del circuito se recogen en la siguiente tabla

| Elemento | Foérmula |
Resistencia RI = R%
Inductor % — L‘i:T?
Condensador %
Generador _E

El circuito RLC de la siguiente figura

£1IL1A

L
Inductancia

+
:: Capacitancia Voltaje Aplicado
c E(Y)

Resistencia

R K

WA -

estd formado por una resistencia R, un condensador C' y un inductor
L conectado en serie a una fuente de voltaje v (t). Antes de cerrar el
interruptor en el tiempo ¢t = 0, tanto la carga en el condensador como la
corriente resultante en el circuito son cero. Determinar la carga ¢ (t) en
el condensador y la corriente resultante i (¢) en el circuito en el tiempo
T sabiendo que R = 160§ (ohms), L = 1H (Henrys), ¢ = 1074F
(Faradios) y v (t) = 20V (voltios).
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